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 یدهچک

. در افزایدیآن م یتبشر بر اهم یآن بر زندگ یرروز است که تأثهاز مباحث ب یکیو کنترل آن  هایماریب یدمیمطالعه اپ 

تحت عنوان  یدر قسمت بعد آن کنترل SIR یدمیکاپ هاییماریب یبرا یاضیمدل ر یک مقاله ابتدا با در نظر گرفتن ینا

 ینههدهد سپس جواب ب یشرا افزا یکاوریافتهرا کاهش و افراد ر یمارافراد ب دکه تعدا گیریمیدر نظر م یرا طور یناسیونواکس

 یردارواگ هاییماریدر درمان ب ینکته مهم ینکه ا درسیم یداریزودتر به حالت پا یستمحالت، س ین. در اکنیمیم یمدل را بررس

 .است

 یاضیدرمان، مدل ر یناسیون،واکس یدمی،اپ ینه،کنترل به :یدیکلهای واژه
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 مقدمه

ی شبیه هایماریببخش مهمی از زندگی مدرن است. اپیدمی ایدز و طغیان  رداریواگی هایماریب

 .است کنندهنگرانبرای اکثر مردم  6ویروس سیاه

از  توانیم. به عنوان نمونه ردیگیمنفر قربانی  هاونیلیمهر سال  هایماریبشیوع و اثرات بیشتر 

که بسیاری از کشورها  ۹۰6۰در سال  Aو همچنین آنفولانزای نوع  ۹۰۰۹-۹۰۰۹در سال  ۹بیماری سارس

ی مختلف هاگونهشدن با مقاوم  ۹خود کرده بود نام برد. بنا بر هشدار سازمان بهداشت جهانی ریدرگرا 

 ی مسری همچنانهایماریب، هاروسیویافته جهشی هاگونهها و تنوع بیوتیکیآنتدر برابر  هایباکتر

 (.6بود )چالش پیش روی بشر در قرن جاری خواهد  نیتربزرگ

و انتقال  تیسرا یتکه قابل یزیهر چ - یانتشار مسر یدهپد یعت،مهم در طب یاربس هاییدهاز پد یکی

 یعصر ارتباطات و انتقال اطلاعات است. با نگاه ی،است. عصر کنون -را داشته باشد یگربه فرد د یاز فرد

 ک،یپست الکترون سطکرد. انتقال اطلاعات تو یمرا بهتر درک خواه یدهپد ینخود، نقش ا یرامونبه پ

 یروسنتشار وا یاافراد جامعه و  ینب یردارواگ یماریب یاو  یعهانتشار اخبار، شا ی،اجتماع یهاو شبکه ینترنتا

 تینشان از اهم یمغز، همگ یهانورون یندر ب یعصب یهاانتقال پالس یو حت اییانهرا یهاشبکه ینب

 روزمره دارد. یآن در تحولات زندگ یژهو نقش و یدهپد ینا یبالا

از  یده متنوعمطالعه محدو یبرا یو کاربرد یضرور یابزار یردار،واگ هاییماریب یاضیر بندیمدل

اف و اطر یدر فضا هایماریو انتشار ب یوعمطالعه ش یاضی،ر یبندمدل یاست. هدف اساس هایماریب ینا

ه افراد را قادر ب ،آن یرگذارتأث هاییژگیو و یماریانتقال ب یزممکان یدنکه فهم یدر زمان است به طور

 .کندیم یماریکنترل ب یهایاستراتژ یطراح یجهو در نت یماریدرباره ب هاییبینییشپ

 یو مقدار ییتکم یهاحدس یابیارز یقابل استفاده بودن آن برا یدمولوژیکی،اپ یبندمدل یگرد فایده

 یبرا یاهدومرحل یناسیونبرنامه واکس یککنند که  یادعا را بررس ینا توانندیها مطور مثال مدل است. به

 اییجهنت ینچن ایمرحلهیک یناسیونکه واکس یدر حال مورد نظر منجر خواهد شد؛ یتجمع یمنیسرخک به ا

 نخواهد داشت.

                                                      

1- e bola 
2- SARS 
3- WHO 
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هستند.  یزن هایییتمحدود یها داراآن یاضی،ر یهافراوان مدل هاییتبر اهداف و مز افزون

 یهاهستند. مدل هایتاز واقع یسازساده یها نوعاست که تمام آن ینا یتمحدود ینترو واضح یننخست

. رودیبه شمار م آن یرادهایبودن از ا یرواقعیخام و غ یارهستند؛ اما بس یکم یارامترهاپ یتمز یساده دارا

مام هستند که در نظر گرفتن ت یاریبس یباشند؛ اما شامل پارامترها تریواقع یچیدهپ یهاممکن است مدل

ب مناس یهاساخت انتخاب یدمیولوژی،اپ یبندخواهد کرد. هنر فرمول یچیدهها محاسبات را سخت و پآن

 پاسخ دادن به یتقابل یبه اندازه کاف دنکه علاوه بر ساده بو یهاست به طورمدل یبندفرمول یبرا

 .آمده را داشته باشد یشسؤالات پ

 

 ینهبه کنترل

𝐽(𝑢) تابعمقدار  مینیممرا بیابیم که  𝑢(𝑡)تابع  میخواهیمدر این بخش  =

∫ 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡𝑖
 جواب منحصر به فرد معادله دیفرانسیل  𝑥کهرا بدهد   

𝑥(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  و�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

 .(2است ) 

 

 قضیه

,𝐹(𝑥(𝑡) فرض کنید 𝑢(𝑡), 𝑡)  و𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) روی هر یکی از  ریپذشتقتوابع پیوسته م

∗𝑢 هک کنید فرض. باشند شانیهامؤلفه ∈ 𝐶[ 𝑖, 𝑡𝑓] یرز صورت بهتابعک  یبرا ینهکنترل به یک 

 شده است، باشد. یفتعر

𝑢اگر  ∈ 𝐶[𝑡𝑖, 𝑡𝑓] آنگاه 𝐽(𝑢) = ∫ 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡𝑖
 

 جواب منحصر به فرد معادله دیفرانسیل دهندهنشان 𝑥که 

(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  و�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

 .است 
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∗𝑝آنگاه باشد ∗𝑢یدهنده حالت متناظر با ورودنشان ∗𝑥اگر ∈ 𝐶1[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  که ایگونه بهموجود است  

∂𝐹

∂𝑥
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) +  𝑝∗(𝑡)

∂𝑓

∂𝑥
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡)) = −�̇�∗(𝑡)  𝑝∗(𝑡𝑓) = 0 𝑡 ∈

[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]      

∂𝐹

∂𝑢
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) + 𝑝∗(𝑡)

∂𝑓

∂𝑢
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡)) = 0     𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  

(8.) 

 

 اصل مینیمم پونتریاگین 

 :میکنیمزیر تعریف  صورت بهتابع هامیلتو نین را 

𝐻(𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =  𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

  

 قضیه

,𝐹(𝑥(𝑡)فرض کنید  𝑢(𝑡), 𝑡) و 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))  روی هر یک از  ریپذمشتقتوابع پیوسته

∗𝑢د. فرض کنید که نباش شانیهامؤلفه ∈ 𝐶[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓] زیر  صورت به ه بهک یک کنترل بهینه برای تابع

 باشد. تعریف شده است

𝑢 اگر ∈ 𝐶[𝑡𝑖, 𝑡𝑓] آنگاه 𝐽 = ∫ 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡𝑖
 

 جواب منحصر به فرد معادله دیفرانسیل دهندهشانن 𝑥که 

(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  و�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

 .است 

∗𝑝نگاهآ باشد ∗𝑢حالت متناظر با ورودی دهندهنشان ∗𝑥اگر ∈ 𝐶1[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓] که  طوریه ب، موجود است 

∂𝐹

∂𝑥
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) = −�̇�∗(𝑡)  𝑝∗(𝑡𝑓) = 0 𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖 , 𝑡𝑓] 

∂𝐻

∂𝑢
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) = 0𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  

(8.) 
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 قضیه 

,𝐹(𝑥(𝑡)فرض کنید  𝑢(𝑡), 𝑡) و 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))  روی هر یک از  ریپذمشتقتوابع پیوسته

∗𝑢د. فرض کنید که نباش شانیهامؤلفه ∈ 𝐶[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓] به به صورت زیر یک کنترل بهینه برای تابعک 

 ، باشد.شده است تعریف

𝑢اگر  ∈ 𝐶[𝑡𝑖, 𝑡𝑓] آنگاه 𝐽 = ∫ 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑓

𝑡𝑖
 

 جواب منحصر به فرد معادله دیفرانسیل دهندهشانن 𝑥که 

(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓]  و�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

 .است 

∗𝑝آنگاه باشد ∗𝑢حالت متناظر با ورودی دهندهنشان ∗𝑥اگر ∈ 𝐶1[ 𝑡𝑖, 𝑡𝑓] که  طوریه ب موجود است

∂𝐹

∂𝑥
(x∗(t), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) = −�̇�∗(𝑡)  𝑝∗(𝑡𝑓) = 0 𝑡 ∈ [ 𝑡𝑖 , 𝑡𝑓] 

𝑡و برای هر  ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑓] آنگاه داریم 

𝐻(𝑝∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) ≥ 𝐻(𝑝∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝑡) 
(8.) 

 

 اپیدمیک یهامدل

 .میریگیم ظرن در را SEIR و SIR از یاساده یهامدل بخش این در
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، ۳یافته از بیماریو ایمنی I، ۲، ناقلین بیماریS، ۱ریاضی بر اساس سیستم مستعد به بیماری یهامدل

R به طور مثال مدل اپیدمی  .شوندیم، نوشتهSIR مرحله اول و  در یبدین صورت است که جمعیت خاص

مرحله دوم  در ،ین مورد بیماری به جمعیت، مستعد ابتلا به بیماری هستند. با ورود اولپیش از ورود بیماری

یافتگی از به بیماری بعد از بهبودی وارد مرحله ایمنی انابتلا به بیماری وجود دارد و در مرحله سوم مبتلای

یافتگی از ینیک دوره ایمکم دستو یا  شوندینمعمر هرگز بیمار  انبدین معنی که تا پای شوندیمبیماری 

 .و ... اشاره کرد انمرغ، آبلهبه بیماری سرخک، سرخچه توانیم. از این نوع تبیماری را خواهند داش

SIS مستعد  هم و بازندارند در برابر بیماری ی منیا گونههیچ ان پس از بهبودیمدلی است که بیمار

لی مراح هامدلالبته در بعضی از (؛ 9) …، مننژیت وهیالرذاتهمانند سل،  ابتلا به بیماری خواهند بود،

وارد مرحله نهفتگی  ،تقال به شخصانبیماری پس از  آنوجود دارد که در  E همچون دوره نهفتگی بیماری

 اشاره کرد.ایدز به  توانیمکه از این نوع  شودیم

، d ، سرعت مرگb، سرعت تولدB سرعت تماس شودیماستفاده  هامدلپارامترهایی که در این در 

البته پارامترهای دیگری هم وجود دارند که بر اساس  است؛ rافتگی، سرعت ایمنی یkcگنجایش محیط، 

ختلف م یهاتیجمعدر  هایریگنمونهو  ها. این مقادیر بر اساس آزمایششوندیم یبندفرمولنیاز مدل، وارد 

 .(۵)هستند و مقادیری ثابت  اندشدهمحاسبه 

 

�̇�(𝑡) = 𝐴 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑆(𝑡) −
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡)

̇
 

𝐼(̇𝑡) =
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡)
− (𝜇 + 𝛼 + 𝛾)𝐼(𝑡)

̇
 

�̇�(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅𝑡(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑆(𝑡)̇  

𝑆(0) = 𝑆0 

𝐼(0) = 𝐼0 

𝑅(0) = 𝑅0 

                                                      

1- susceptible 

2- infection 

3- recovered 
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نرخ  µ ،ته هستندافراد ریکاوریاف R(t)افراد بیمار و  I(t)افرادی مستعد به بیماری و  S(t) نآ درکه 

αنرخ انتقال β، بیماری به علتمیر  نرخ مرگ و α ،مرگ و میر طبیعی جمعیت
1

αو 
2

 ،ضرایب بازدارندگی 

γ  (۱است )نرخ ریکاوریافتن افراد بیمار. 

 

 واکسیناسیون بهینه

 .میریگیمدر نظر  شوندیمرا درصد افراد مستعد که در هر واحد زمانی واکسینه  u(t)متغیر کنترل 

Uab = {u|(t)is mearable, 0 ≤ u(t) ≤ umax < ∞, 𝑡 ∈ [0, tend]} 

 

 (.7است )مجموعه کنترل قابل قبول  ،مجموعه بالا

 :میریگیمزیر در نظر صورت تابع هدف را به اکنون 

𝐽(𝑢) = ∫ [𝐴1𝑆(𝑡) + 𝐴2𝐼(𝑡) +
1

2
𝜏𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡

𝑡𝑒𝑛𝑑

0

 

 :شودیمزیر صورت بهینه به در این صورت مسئله کنترل 

𝐽(𝑢) = ∫ [𝐴1𝑆(𝑡) + 𝐴2𝐼(𝑡) +
1

2
𝜏𝑢2(𝑡)] 𝑑𝑡

𝑡𝑒𝑛𝑑

0

 

�̇�(𝑡) = 𝐴 − (𝜇 + 𝑢(𝑡))𝑆(𝑡) −
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡)

̇
 

𝐼̇(𝑡) =
𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡)
− (𝜇 + 𝛼 + 𝛾)𝐼(𝑡)

̇
 

�̇�(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅𝑡(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑆(𝑡)̇  
𝑆(0) = 𝑆0 

𝐼(0) = 𝐼0 

𝑅(0) = 𝑅0 

رل بهینهیک کنت آنگاه ،را با شرایط اولیه در نظر بگیریم بالا: اگر مسئله کنترل بهینه قضیه
*( )u t  

)* که یطوروجود دارد به  ( )) min ( ( ))
u U

J u t J u t


(۹.) 
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 : فرض کنیمقضیه
*(t)S ،

*(t)I  و
*R (t) بهینه متناظر با متغیر کنترل بهینه  هایپاسخ

*( )u t 1متغیرهای الحاقی  آنگاه ؛برای مسئله کنترل بهینه باشد ،2  3و  در شرایط زیر صدق

 :کنندیم

𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −𝐴1 + 𝜆1(𝑡)(𝜇 + 𝑢(𝑡) + Λ1) − 𝜆2(𝑡)Λ1 − 𝜆3(𝑡)𝑢(𝑡) 

𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −𝐴2 − 𝜆1(𝑡)Λ2 + 𝜆2(𝑡)(Λ2 − (𝜇 + 𝛼 + 𝛾)) − 𝜆3(𝑡)𝛾 

𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= 𝜆3(𝑡)𝜇 

Λ1 =
𝛽𝐼(1 + 𝛼2𝐼)

(1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡))2
 

Λ2 =
𝛽𝑆(1 + 𝛼2𝑆)

(1 + 𝛼1𝑆(𝑡) + 𝛼2𝐼(𝑡))2
 

𝜆𝑖(𝑡𝑒𝑛𝑑) = 0  𝑖 = 1,2,3. 

 

𝑢∗(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑖𝑛 (
(𝜆1(𝑡) − 𝜆3(𝑡))𝑆∗(𝑡)

𝜏
, 𝑢𝑚𝑎𝑥) , 0) 

 اثبات:

 ین. همچنیمنک یاستفاده م یلتونینهام یهاز قض یتیترانزورسال یطمعادلات  و شرابدست آوردت  یبرا

 گردد. یمحاسبه م یبه آسان u^* (t) یاگینپونتر ینیممم یهبا استفاده از قض

 یعدد نتابج

 میکنافته است استفاده میی توسعه ۲گومل که توسط ۱گوس سایدلشبه برای حل این مسئله از روش

 :دیآیم به دستی زیر هاشکل صورت بهی زیر پارامترهابا  متلببرنامه توسط  نتایج عددی(. ۳)

                                                      

1- Guss- Sidel-Like 
2- Gumel 
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S(0) = 1000, I(0) = 200, R(0) = 10, μ = 0.5, α = 0.01,  α1 = 0.01,  α2 = 0.01,  β =

0.01,  𝜏 = 104, A1 = 200,  A2 = 200, γ = 0.003

 

Fig.1 

 
Fig.2 
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Fig.3 

 

Fig.4 
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Fig.5 

 

Fig.6 

 

 ییرگ نتیجه

مستعد را کاهش و تعداد  انکه استراتژی واکسیناسیون تعداد بیمار دهدیمنشان نتایج عددی 

سیون واکسینا نیآغازکه تغییرات در همان روزهای  است نیانکته مهم  .دهدیمرا افزایش  گانریکاوریافت

 .رسدیم ریتغییرات کامل شده و سیستم به حالت پایدا ،یک ماه باًیتقراز گذشت  پسمحسوس است و 

  



 ۱6-۰۹/ صص  یدمیکاپ یها یماریاز ب  SIRمدل یرو یناسیونواکس ینهکنترل به ۰۹

 

ب، علم
صلنامه کات

ف
 ی

و پژوهش
 ی

سال 
9، 

شماره 
۰

، زمستان 
6۹۳۱

 

 منابع

1. S.P. Sethi, P.W. Staats, Optimal control of some simple deterministic 

epidemic models, J. Oper. Res. Soc. (1978) 129–136. 

2. H. Gaff, E. Schaefer, Optimal control applied to vaccination and treatment 

strategies for various epidemiological models, Math. Biosci. Eng. 6 (2009) 

469. 

3. E. Asano, L.J. Gross, S. Lenhart, L.A. Real, Optimal control of vaccine 

distribution in a rabies metapopulation model, Math. Biosci. Eng. 5 (2008) 

219–238. 

4. R. Morton, K.H. Wickwire, on the optimal control of a deterministic 

epidemic, Adv. Appl. Probab. (1974) 622–635. 

5. U. Ledzewicz, H. Schättler, on optimal singular controls for a general SIR 

model with vaccination and treatment, Discr. Contin. Dyn. Syst. (2011) 981– 

990. 

6. C. Castilho, Optimal control of an epidemic through educational campaigns, 

Electron. J. Differ. Equat. (2006) 1–11. 

7. Karnik, P. Dayama, Optimal control of information epidemics, Proc. IEEE 

Commun. Syst. Networks Conf. (2012) 1–7. 

8. H. Behncke, Optimal control of deterministic epidemics, Opt. Contr. Appl. 

Meth. 21 (2000) 269-285 

9. Q. Zhu, X. Yang, L.X. Yang, C. Zhang, Optimal control of computer virus 

under a delayed model, Appl. Math. Comput. 218 (2012) 11613–11619. 

 




